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ГЛАВА I. ОСНОВНЫЕ ПРИНЦИПЫ КВАНТОВОЙ МЕХАНИКИ 

1.1 Теория Бора 
Для создания количественной теории атома водорода Н. Бор предположил, 

что справедливо следующее утверждение: момент импульса электрона на раз-
решенной орбите квантуется 
                                                        mvr=nh , n=1,2,3,…                                            (1) 

Используя второй закон Ньютона, имеем 
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решая совместно (1) и (2), можно найти линейную скорость электрона на n-ой 
стационарной орбите и радиус боровской орбиты: 
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что позволяет определить полную энергию атома водорода 
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Подставляя значения:  
me=9.11⋅10-31кг, e=1.6⋅10-19 Кл, 0ε =8.85⋅10-12Ф⋅м-1, h =1.05⋅10-34 Дж⋅с и с учетом 
того, что 1 эВ=1.6⋅10-19Дж, получим 
                                                       Еn= − 2

6.13
n

 эВ.                                                       (3) 

Гипотеза Бора позволила объяснить ранее полученную Ридбергом эмпириче-
скую формулу для спектра атомарного водорода 
                                                                                   )11(1
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Идея о квантовании физических характеристик микрообъектов позволила 
дать качественное объяснение линейчатой структуре спектров атомов и моле-
кул, объяснить результаты опытов Франка-Герца и Штерна-Герлаха. 
 
Пример.  
Определить длину волны излучения, возникающего при захвате протоном элек-
трона, ускоренного разностью потенциалов 5 В. 
Решение: 

Найдем энергию электрона до захвата 

Е 1 =еU=1.6⋅10-19⋅5=8⋅10-19 Дж. 

Если после захвата электрона атом водорода пребывает в основном состоянии 
(n=1), то  

Е 2 =-13.6 эВ = -21.76⋅10-19 Дж. 
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При переходе электрона из состояния с Е 1  в состояние с Е 2  испускается фотон 
с энергией  

∆Е=hν=Е1-Е2=hc/λ, 
откуда 

λ=hc/(Е1-Е2)=6.62⋅10-34⋅3⋅108/(29.76⋅10-19)=6.67⋅10-8 м. 
 
Пример.  
Покажите, что энергетические уровни боровского атома водорода могут быть 
описаны выражением Е=-2πhRс/n2, где R - постоянная Ридберга. 
Решение: 

При переходе атома водорода из состояния E1 в состояние E2 испускается 
квант электромагнитного излучения: 
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Сопоставляя полученное выражение с формулой Ридберга, имеем 
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1.2 Гипотеза де Бройля 
Формальный подход и использование формул Планка и Эйнштейна 

Е=hν,   E=mc2 
с использованием понятия импульса фотона p=mc позволяет получить соотно-
шение  
                                                             λ=h/p.                                                              (5) 

 
Де Бройль предложил обобщить соотношение (5) на любые материальные 

объекты, высказав гипотезу: движущийся материальный объект обладает вол-
новыми свойствами. Многочисленные эксперименты подтвердили справедли-
вость гипотезы де Бройля. 
Пример.  
 Ядра гелия ускоряются разностью потенциалов 10 МВ. Определить длину вол-
ны де Бройля излучения, связанного с движением ядер. 
Решение: 

Энергия, которую получают ядра гелия (Z=+2) при прохождении разно-
сти потенциалов 106 В 

E=qU=2⋅1.6⋅10-19⋅106=3.2⋅10-13 Дж, 
импульс p определим из соотношения 

E=p2/(2m), 
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что после подстановки в (5) дает  
λ=h/ mE2 , 

масса ядра гелия m=4⋅10-3/NА=0.66⋅10-26 кг.  
Окончательно получим  

λ=6.626⋅10-34/(2⋅0.66⋅10-26⋅3.2⋅10-13)1/2=1.00⋅10-14 м. 
 

1.3 Принцип неопределенности Гейзенберга  
Рассмотрим результат эксперимента по прохождению частицы, имеющей 

импульс pх, через отверстие ∆х (рис.1).  
При прохождении частицы через щель проис-
ходит дифракция Фраунгофера. Подставляя в 
классическое уравнение для дифракции  

sinθ=λ/∆x 
длину волны де Бройля (5) и решая получен-
ное уравнение с соотношением, очевидным из 
геометрических соображений (рис. 1) 

tg θ=∆px/px , 
получим соотношение неопределенности Гей-
зенберга в виде  
                              ∆рх⋅∆х≈h.                             (6) 
 

Используя постулат Планка  
E=hν=hn/∆t, n-число колебаний, ∆t-время,  

и полагая что при отсчете колебаний волны можно всегда ошибиться на одно 
колебание (n=1), получим соотношение неопределенности в виде 
                                                           ∆E⋅∆t≈h.                                                          (7) 
 
Соотношения неопределенности (6) и (7) показывают, что микрообъект не мо-
жет одновременно иметь и определенную координату и определенную проек-
цию импульса, или и определенную энергию и время жизни в состоянии с такой 
энергией, соответственно. 

Из соотношения неопределенности следует, что не все физические вели-
чины, характеризующие состояние микрообъекта, могут быть измерены одно-
временно. Физические величины, которые могут быть измерены одновременно, 
объединяются в т.н. полные наборы. В качестве примера укажем полные набо-
ры для характеристики состояний электрона: 
1) x, y, z, Sz 
2) рх, рy, рz, Sz 
3) E, M2, Mz, Sz,  
где набор 2 характеризует свободно движущийся электрон, набор 3-состояние 
электрона в атоме. 
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Рис. 1
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Соотношение неопределенности позволило объяснить противоречия кван-
товых переходов, уточнить понятие траектории для микрообъектов, обсудить 
возможность туннельного эффекта, а также оценить основные состояния раз-
личных систем. 
Пример.  
Электрон ускоряется разностью потенциалов 1.00 ± 0.01 кВ. Какова неопреде-
ленность положения электрона вдоль пути его движения ? 
Решение:  

Неопределенность импульса может быть рассчитана как  
∆рх=me⋅∆vx,  

а неопределенность скорости – из интервала разности потенциалов с использо-
ванием соотношения 

1/2mevx
2=eU. 

Таким образом, при U=0.99 кВ: 
vx= 6.1(2[/2 =emeU ⋅10-19Кл) ⋅ 990 В/(9.1⋅10-31 кг ) ]1/2 =1.866⋅107 м/с. 

При U=1.01 кВ vx=1.885⋅107 м/с. 
Неопределенность скорости: 

∆vx=(1.885-1.866) ⋅107=1.9⋅105 м/с. 
Неопределенность импульса: 

∆рх=(9.1⋅10-31 кг) ⋅ (1.9⋅105 м/с)=1.731⋅10-25 кг⋅м/с. 
Неопределенность положения электрона: 

∆х≈h/∆px=6.626⋅10-34/(1.731⋅10-25)=3.828⋅10-9 м. 
 

Пример.  
Оценить энергию основного состояния гармонического осциллятора, используя 
соотношение неопределенности и принцип минимума энергии. 
Решение: 

Энергия классического одномерного гармонического осциллятора 

E=
22

222 xm
m

px ω
+ . 

Рассматривая рх и х как соответствующие неопределенности: 

E(px)= 2

222

22 x

x

p
mh

m
p ω

+ . 

Приравнивая производную dE(px)/dpx  к нулю, находим величину p0= ωmh  , при 
которой функция Е(рх) принимает минимальное значение 

Е0=Е(р0)=hω . 
 

Пример.  
Поток частиц падает нормально на диафрагму с двумя узкими щелями, образуя 
на экране дифракционную картину (рис. 2). Показать, что попытка определить, 
через какую щель прошла та или иная частица (например, с помощью введения 
индикатора И), приводит к разрушению дифракционной картины. Для простоты 
считать углы дифракции малыми. 
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Рис. 2. 

Решение: 
   Чтобы установить, через 
какую щель прошла частица, 
ее Х-координата должна быть 
определена (индикатором И) 
с погрешностью ∆х < d

2 , где 

d - расстояние между щеля-
ми. Это значит, что в соот- 

ветствии с принципом неопределенности измерение вносит неопределенность в 
pх - проекцию импульса  

∆рх ≥2h
d . 

Условие того, что дифракционная картина не разрушится:  
∆р′х << pΘ, где ∆р′х ≈ h/p,  

где λ - длина дебройлевской волны частицы, Θ = λ/d. 
Таким образом, ∆р′х<<h/p, а вносимая индикатором неопределенность, при ко-
торой дифракционная картина сохранилась бы  

∆рх >> ∆р′х. 
 
Пример. 
Монохроматический параллельный пучок электронов нормально падает на 
диафрагму с энергией Е=100 эВ, в которой узкая щель (рис. 3). На расстоянии 
L=100 см от диафрагмы расположен экран. Оцените ширину щели, при которой 
ширина изображения на экране будет минимальной. 

Рис. 3 

Решение. 
    Пусть b - ширина 
щели, ∆′ - уширение, 
связанное с неопре-
деленностью им-
пульса ∆ру, вызван-
ного дифракцией 
прохождения через 
щель. Положив  

∆у ≈ b, 
p = 2mE ;∆р ≈ h/b, 

 

∆′ = Lθ = L⋅ =
∆p
p

hL
pb

, 

∆ = ∆′ + b = b + Lh
b mE2

≈ 2b = 8.8 мкм, 
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∂∆
∂b

 = 0 = 1 - Lh
b mE2 2

; b = hL
mE2

≈ 4.4 мкм. 

Пример. 
Сравнить скорость электрона на первой боровской орбите с неопределенностью 
скорости электрона в атоме водорода, полагая размер атома порядка 0.1 нм. 
Решение: 

Неопределенность в координате электрона  
∆х ≤ l = 0.1 нм, тогда ∆vх ≥ h/ml ≈ 106 м/с. 

Скорость электрона найдем из условия Бора − в первой орбите электрона долж-
на укладываться одна длина волны 

λ = 2πr = h/mv, v = h/mr ≅ 106 м/c, т. е.  
v ≈ ∆v. 

 
Пример. 
Оценить минимальную кинетическую энергию электрона, локализованного в 
области размером l = 0.1 нм. 
Решение: 

T E p
m

x l p h l E h
ml

≥ = ≤ = ≥∆
∆

∆ ∆ ∆
2 2

22 2
;  ;  ;  / , 

≈
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

⋅⋅
=≅≤∆ −−−

−

эВ/Дж106.1)м101.0(кг101.92
)сДж10626.6(

ml2
hTE 192931

234

2

2

min 150 эВ. 

 
Пример. 
Оценить с помощью соотношения неопределенности энергию связи электрона в 
основном состоянии атома водорода и соответствующее расстояние электрона 
до ядра. 
Решение.  

Энергия электрона в атоме водорода  

Е = p
m

e
r

2 2

2
− . 

Так как r - размер области локализации электрона, для оценки р имеем р∼h/r. 

Е ≅ h
mr

e
r

2

2

2

2
− . 

Найдем min этого выражения: (∂Е/∂r) = 0. 
∂
∂
E
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h
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e
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h
mr

e= − + = → =
2

3

2

2

2
20 ; 

rmin =
h

me

2

2 =a0=0.529
o

A  - радиус первой боровской орбиты. 

Есв ∼-mе4/2h2 = - 13.6 эВ. 
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Пример. 
Оценить минимальную возможную энергию электронов в атоме Не и соответ-
ствующее расстояние от электрона до ядра. 
Решение.  

Обозначим заряд ядра Ze, а размеры областей локализации электронов - r1 
и r2. Тогда для оценки импульсов имеем: p1 ∼ h/r1; p2 ∼ h/r2, так что кинетическая 
энергия электронов  
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Для энергии взаимодействия между электронами примем величину порядка 
е2/(r1 + r2). 
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Считая r1 = r2 и используя (∂Е/∂r1) = 0, находим: 
 

( )r
h

me Z
E Z

me
h

Zmin min; /= ⋅
−

= − −



 = − −

2

2

4

2
1

1
4

2
1
4 2

2 1 4 13.6 эВ. 

 
Пример. 
Атом испустил фотон с длиной волны λ=600 нм за время τ=10-8 с. Оценить не-
определенность ∆х, с которой можно установить координату фотона в направ-
лении его движения, а также относительную неопределенность его длины вол-
ны. 
Решение. 

∆х∼сτ = 3 м; (∆λ/λ) = сτ/λ; ∆Е∆t = hcτ/∆λ ≥ h; ∆λ ≤ сτ. 
 
1.4 Принцип дополнительности Бора 

Идея корпускулярно-волнового дуализма и принцип неопределенности 
позволил Бору выдвинуть принцип дополнительности. Принцип  утверждает, 
что в любом опыте с микрообъектами наблюдатель получает информацию не 
о свойствах объектов самих по себе, а о свойствах объектов в конкретных ус-
ловиях, в т.ч. и с учетом их взаимодействия с измерительными приборами. 
Информацию об объекте, полученную при некоторых определенных условиях, 
надо рассматривать как дополнительную к информации, полученной при дру-
гих условиях.  
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Принцип дополнительности является логической основой квантовой меха-
ники, раскрывая роль наблюдателя и измерительного прибора в опытах с мик-
рообъектами. 
1.5 Уравнение Шредингера. Принцип соответствия 

Используя гипотезу де Бройля и уравнение Максвелла для плоской вол-
ны, построим уравнение, описывающее движение микрообъекта. Уравнение 
Максвелла имеет вид: 

                                                        2

2

22

2

dt
d

v
1

dx
d φ

=
φ ,                                                       (8) 

где φ -функция, описывающая волну (волновая функция), v-скорость распро-
странения волны, t-время. 
Общим решением (8) является функция 
                                              Φ(х,t)=a⋅exp[2πi(x/λ-νt)]=Ψ(x)⋅exp(-2πiνt),               (9) 
где a-амплитуда, ν - частота, λ - длина волны, Ψ(х) - функция, зависящая от ко-
ординаты. 
Двукратное дифференцирование (9) по х и по t дает: 

                                 )x()it2exp(4
dt
d),ti2exp(

dx
d

dx
d 22

2

2

2

2

2

2

ψπννπφνπψφ
⋅−−=−⋅= .           (10) 

Подставляя (10) в (8) и используя соотношения  
v=ν⋅λ, h= )2/( πh , 

а также воспользовавшись соотношением де Бройля, получим 

                                                      =2

2

dx
d ψ ψ2

2p
h

− .                                                      (11) 

Вводя в уравнение (11) множитель кинетической энергии p2/(2m) и учитывая, 
что энергия системы  

E=T+V, 
имеем: 

ψψ ⋅=+− E)V
dx
d

m2
( 2

22h . 

Величина 

−+− )
2

( 2

22

V
dx
d

m
h называется оператором Гамильтона Ĥ , 

тогда   
                                                             Ψ=ΨΗ Eˆ                                                      (12) 
стационарное уравнение Шредингера. 

Для систем, состояние которых изменяется со временем, используется 
временное уравнение Шредингера. 
Дифференцируя (9) по времени и используя постулат Планка  

hπν2=E , 
получим   

                        φφ
h

iE
dt

txd
−=

),( (x,t).                               (13) 
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С учетом соотношений (9) и (12) уравнение (13) можно записать в виде 

                   ΦΗ=
Φ ˆ

dt
dih               (14) 

полное уравнение Шредингера. 
Дифференцируя (9) по координате и используя соотношение де Бройля, сокра-
щая части, зависящие от времени, получим: 
                     Ψ=

Ψ
h

ip
dx
d .                                (15) 

Приводя (15) к виду, аналогичному (12), получим  
Ψ=Ψ xx pp̂ , 

где  
                        dxdipx /ˆ h−=                                                    (16) 
оператор импульса. 

Предполагая, что классическому выражению для кинетической энергии 
можно противопоставить некоторый квантовомеханический оператор, и с уче-
том (16), получим 

                       2

2222
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2 dx
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p
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−==>>>>>>=             (17) 

Обобщая на трехмерный случай, выражения для TpH ˆ,ˆ,ˆ  можно записать 

,
2

ˆ  ,ˆ   ),,,(
2

ˆ 2
2

2
2

∇−=∇−=+∇−=
m

TipzyxV
m

H h
h

h где 

−++=∇ 2

2

2

2

2

2
2

dz
d

dy
d

dx
d оператор Лапласа, 

dz
d

dy
d

dx
d

++=∇ . 

Очевидно, что 
).,,(ˆˆ zyxV+Τ=Η  

Таким образом, можно сделать вывод: при описании поведения микрообъектов 
любой наблюдаемой физической величине можно поставить в соответствие 
некоторый квантовомеханический оператор − принцип соответствия Бора. 
При этом поведение микрообъекта будет описываться волновой функцией, за-
висящей от координат и удовлетворяющей операторному уравнению 
                                                        Ψ=Ψ FF̂ ,                                                            (18) 
где Ψ -собственная функция оператора F̂ , 
F- среднее значение физической величины в состоянии, описываемом Ψ (собст-
венное значение оператора физической величины). 

Так как для каждого собственного значения Fn существует своя функция 
,nΨ  то в общем виде операторное уравнение 
                                               nn FF Ψ=Ψˆ .                                                            (19) 

1.6 Принцип суперпозиции. Волновая функция 
Между состояниями микрообъекта, отвечающим разным полным наборам, 

существует связь: любое состояние из одного набора может быть представлено 
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в виде суперпозиции состояний другого набора. Принцип суперпозиции со-
стояний может быть сформулирован следующим образом: если какая-либо сис-
тема способна находиться в состоянии, изображаемом волновой функцией 1Ψ , 
и в другом состоянии, изображаемом 2Ψ , то она может находиться и в со-
стоянии, изображаемом Ψтакой, что  

.2211 Ψ+Ψ=Ψ CC  
 В общем виде линейная комбинация собственных функций имеет вид 
                                                        ∑ Ψ=Ψ iiC .                                                        (20) 
Выясним физический смысл волновой функции. 
Для среднего значения физической величины F  операторное уравнение имеет 
вид 
                                                       Ψ=Ψ FF̂ .                                                            (21) 
Умножим (21) слева на комплексно-сопряженную функцию Ψ*, проинтегриру-
ем по всему пространству изменения Ψ  и, используя (20) и (18), получим  
                                             ∑ ∑ ∑= ijjijjji SCFSFCC * ,                                  (22) 
где 

∫ =
≠=ΨΨ= ji,1

ji,0j
*

iij {dqS .  
Тогда (22) примет вид 
                                                   ∑ ∑= iiiii CCFFCC ** .                                      (23) 
 
Сопоставляя (23) с естественным определением среднего   

∑= ii pFF , 
где pi-вероятность появления собственных значений Fi, причем 

∑ = ,1ip  

можно сделать вывод: 
2*

iii CCC =  
есть вероятность обнаружения микрообъекта в i-состоянии. 

Таким образом, физический смысл волновой функции носит вероятно-
стный характер: квадрат модуля волновой функции есть плотность вероятно-
сти обнаружить микрообъект в данной точке пространства. 

                           2*dq/d Ψ=ΨΨ=ω  ,                     (24) 

где ω -вероятность обнаружения микрообъекта, равная 
               ∫ Ψ=ω dq2 .                      (25) 

Если интегрирование (25) ведется по всей области существования части-
цы, то интеграл равен 1- достоверное событие, с другой стороны, очевидно, что 
нахождение микрообъекта в двух состояниях одновременно – i и j − недосто-
верное событие, интеграл (25) равен 0. 
Кратко это записывается в виде условия ортонормировки волновой функции 
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      ∫ δ=ΨΨ ijj
*

i dq .                                               (26) 
Дельта-символ называется символом Кронекера-Вейерштрасса 

ji
jiij

=
≠= ,1

,0{δ . 

Если интеграл (26) равен 1, говорят, что волновая функция нормирована; ес-
ли равен 0-волновые функции ортогональны. 
Пример.  
Определить значения констант, при которых полиномы  

y0=1, y1=x+a1, y2=C2x2+b2x+a2, 
ортогональны в интервале (-1,1). Получить нормированные в этом интервале 
функции. 
Решение: 

.)8/45(C,)2/3(C ,2C

,1dx)9/1x3/2x(c    ,1dxxC   ,dxC1dx

)3/1x(C,xC,yC);3/1x(Cy,xy,1y

;0b

,0)6/xC3/bx4/xC(dx)axbxC)(ax(dxyy

;aC3/1  ,0a2C3/2

,a2C3/2dx)axbxC(dxyy

;0a,a2)xa2/x(dx)ax(dxyy

2/1
2

2/1
1

2/1
0

1

1

1

1

1

1

1

1

242
2

22
1

2
0

2
0

2
22111000

2
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1

1

1

1

1
1

2
22

34
222

2
2121

2222

1

1

1

1
2222

2
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1

1

1

1
11

1
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2
110

===

=+−===Ψ

−=Ψ=Ψ=Ψ−===

=

=−+=+++=

=−=+

+=++=

==+=+=

−

− − − −

− −
−

− −

− −
−

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

Отметим, что из всех выше изложенных принципов квантовой механики 
только уравнение Шредингера и принцип суперпозиции дают возможность для 
количественного описания поведения микрообъектов. Остальные принципы 
позволяют давать качественное объяснение свойствам микрообъектов в рамках 
понятий макромира. 

Задачи и вопросы 
1. Найдите значение постоянной Ридберга для однократно ионизированного 
атома гелия. 
2. Дайте обобщение формулы (3) для одноэлектронной системы с зарядом ядра 
Z. 
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3. Используя формулу де Бройля и аналогию движения электрона по круговой 
боровской орбите с механическими стоячими волнами, вывести условие кван-
тования момента импульса теории Бора. 
4. Атомарный водород после облучения светом с длиной волны λ начинает ис-
пускать всего три линии. Найти λ. 
5. Квант света с энергией 15 эВ вырывает электрон из атома водорода, находя-
щегося в основном состоянии. Найти скорость движения вырванного электрона. 
6. Используя соотношение де Бройля, найти радиус первой боровской орбиты 
атома водорода из условия минимума полной энергии. 
7. Определить радиус орбиты и скорость электрона в основном состоянии в 
двукратно ионизированном атоме лития. 
8. Определить количество оборотов, совершаемых электроном за 1с в состоя-
нии с n=3 в атоме водорода. 
9. Определить изменение скорости атома водорода при переходе электрона из 
состояния с n=4 в основное состояние. 
10. Определить  частоту излучения, возникающего при захвате электрона, уско-
ренного разностью потенциалов 10 В, ядром гелия. 
11. Найти потенциал ионизации атома водорода. 
12. Найти наименьшую и наибольшую длины волн спектральных линий атома 
водорода в видимой области спектра. 
13.Найти наименьшую энергию, какую должны иметь электроны, чтобы при 
возбуждении атома водорода ударами этих электронов проявились все линии 
всех серий спектра водорода. Какую минимальную скорость должны иметь эти 
электроны? 
14. Пусть для описания движения электрона в атоме водорода используется 
планетарная модель. Радиус круговой орбиты равен 0.3 А. Рассчитать: 
а) угловую частоту электрона; б) его линейную скорость;  
в) его кинетическую энергию; г) потенциальную энергию атома;  
д) полную энергию. 
15. Найти отношение гравитационной силы притяжения, действующей между 
электроном и протоном, к кулоновской силе. Покажите, что при рассмотрении 
атома водорода гравитационной силой можно пренебречь. 
16. Отношение α=ν1/с, где ν1-линейная скорость электрона при n=1 в боровской 
модели атома водорода, называется постоянной тонкой структуры. Покажите, 
что: 
а) ;4/ 0

2 ce hπεα =  б) α=1/137;  
в) энергетические уровни атома водорода могут быть описаны En=-α2mc2/2n2. 
17. а) С помощью диаграммы энергетических уровней объясните понятие энер-
гии возбуждения Евозб., энергии связи Есв., энергии ионизации Еион. для данного 
состояния; 
       б) для любого данного n покажите, что Евозб.=Еион.+Есв.; 
       в) определите энергию возбуждения при n=4 в атоме водорода; 
       г) найти энергию связи для электрона при n=4 и путем подстановки  
            значений величин проверить соотношение в пункте б). 
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18. Найти для атома легкого и тяжелого водорода разность: 
а) энергий связи электронов в основных состояниях; 
б) первых потенциалов возбуждения;  
в) длин волн резонансных линий. 

19. Вычислить для мезоатома водорода (вместо электрона движется мезон, 
имеющий тот же заряд, но массу в 207 раз большую): 

а) расстояние между мезоном и ядром в основном состоянии; 
б) длину резонансной линии; 
в) энергии связи основных состояний мезоатомов водорода, ядра которых 

протон и дейтрон. 
20. Найти для позитрония (система из электрона и позитрона, вращающаяся во-
круг ее центра масс): 

а) расстояние между частицами в основном состоянии; 
б) потенциал ионизации и первый потенциал возбуждения; 
в) постоянную Ридберга и длину волны резонансной линии. 

21. Определите длины волн первых двух линий в спектре He+, если эти линии 
соответствуют первым двум линиям в серии Бальмера. 
22. Определить длину волны человека, масса которого 60 кг и скорость 5 км/ч. 
Какую частоту должен был бы иметь γ-луч, если бы его длина волны была так 
мала? Выразить энергию луча в эВ. 
23. Выразить дебройлевскую длину волны электрона и протона, кинетическая 
энергия которых 1.00 кэВ. При каких значениях кинетической энергии их длина 
волны равна 100 пм? 
24. При увеличении энергии электрона на 200 эВ его дебройлевская длина вол-
ны изменилась в 2 раза. Найти первоначальную длину волны. 
25. Найти длину волны молекул водорода, движущихся с наиболее вероятной 
скоростью в газе при t=00С. 
26. Какова длина волны де Бройля для: 

а) массы 1 г, перемещающейся со скоростью 1 м/с; 
б) массы 1 г, перемещающейся со скоростью 100 км/с; 
в) атома He при комнатной температуре; 
г) электрона, ускоренного разностью потенциалов 100 В, 1 кВ, 100 кВ. 

27. Определить длину волны молекул азота при 300 К. 
28. Определить температуру, при которой молекулы кислорода имеют длину 
волны 1000 А. 
29. Рассчитать угол, на который отклоняется электрон, пролетая через отвер-
стие  диаметром 10-4 мм, если его скорость 10 м/с. 
30. Определить разность потенциалов, необходимую для того, чтобы первона-
чально покоящийся протон дифрагировал на кристалле с постоянной решетки 2 
А. 
31. Убедиться, что измерение координаты х частицы с помощью микроскопа 
вносит неопределенность в ее импульс ∆рх такую, что ∆х∆рх≅h. Иметь в виду, 
что разрешение микроскопа d=λ/ sin θ, λ - длина волны используемого света 
(рис. 4). 
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Рис.4 

32. Электрон с кинетической энергией 10 эВ локализо-
ван в области размером 1 мкм. Оценить неопределен-
ность скорости электрона. 
33. Оценить наименьшие погрешности, с которыми 
можно определить скорость электрона и протона, лока-
лизованных в области размером 1 мкм. 
34. В некоторый момент область локализации свобод-
ного электрона 0.1 нм. Оценить ширину области лока-
лизации этого электрона через промежуток времени 1.0 
с. 

35. Прямолинейная траектория частицы в камере Вильсона представляет собой 
цепочку малых капель тумана, размер которых d ≈ 1 мкм. Можно ли, наблюдая 
след электрона с кинетической энергией 1 эВ, обнаружить отклонение в его 
движении от классических законов? 
36. Принцип неопределенности ограничивает наши возможности в определении 
одновременно импульса и положения частицы. Но почему тогда классические 
физики не подозревают о таких ограничениях? Рассчитать минимальную неоп-
ределенность скорости мяча массой 500 г, о котором известно, что он находится 
в пределах 10-6 м от биты. Какова минимальная неопределенность положения 
пули массой 5 г, о которой известно, что она имеет скорость между 350.00001 и 
350.00000 м/с? 
37. Какая возникает неопределенность в энергии частицы массой m при ее ло-
кализации в области размером l см? 
38. Не противоречит ли принципу неопределенности состояние с нулевым мо-
ментом количества движения? 
39. Проверить принцип неопределенности на примере основного состояния 
электрона в одномерной прямоугольной яме с бесконечными стенками. 
40. Частица массой m движется в одномерной прямоугольной яме шириной l с 
бесконечно высокими стенками. Неопределенность в знании координаты час-
тицы ∆х = l, импульс же частиц известен точно из ее полной энергии. Не проти-
воречит ли это неравенству Гейзенберга? 
41. Оценить минимальную энергию Еmin гармонического осциллятора, имеюще-
го массу m (потенциал U=kx2/2, частота ω=(k/m)1/2), используя соотношение не-
определенности. 
42. Используя принцип неопределенности, оценить энергию основного состоя-
ния атома водорода. 
43. Используя принцип неопределенности, рассчитать энергию ионизации и 
полную энергию для атома Не. 
44. Оценить величину кулоновского отталкивания электронов в атоме Не. 
45. Пользуясь принципом неопределенности, оценить энергию основного со-
стояния иона Li+. 
46. Используя принцип неопределенности, определить энергию Н2

+, энергию 
связи и межъядерное расстояние. 

2θ

λ 

x 
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47. Используя принцип неопределенности, оценить величину "размытия" края 
полосы оптического поглощения в эффекте Франца-Келдыша. [Указание: вос-
пользоваться выражением для энергии заряженной частицы в электрическом 
поле].  
48. С какой точностью могут быть определены мгновенные положения косми-
ческой ракеты массой 40 т, летящей со скоростью 8 км/с, и молекулы бензола 
при комнатной температуре? 
49. Используя принцип неопределенности, оценить энергию основного состоя-
ния частицы массой m, если потенциальная энергия U(х)=ах. 
50. Найти нормированную функцию: 
а) у =sin (πnх/а) в интервале (0,а), а-константа, n=1,2,3...; 
б) ψ = sin(πn1х/а) sin(πn2y/b) sin(πn3z/с), а, b,с-константы, ni=1,2,3..., в интерва-
лах х ε(0,а),у ε (0, b), z ε (0,с);    в) у=а(х2+х-4) в интервале (-1,5); 
г) у= sin х  в интервале (0, π);     д) у=соs х в интервале (0, π). 
51. Проверить ортогональность функций: 
а) у1= соs2 х, у2= sin2 х  в интервале (0, π); 
б) у1= 1- соs2 х, у2= sin х в интервале (0, π); 
в) у1= 9 - соs4 х -6 соs2 х+1, у2= sin х  в интервале (0, π); 
г) у1= (1- соs x)2, у2= sin х  в интервале (0, π); 
д) у1= 5х2 – 3х +2, у2= 4х2 – 5х +1  в интервале (-5,10). 
52. Какие эксперименты указывают на невозможность классического описания 
движения микрочастицы? 
53. Что такое волновая функция? От чего она зависит? 
54. Почему волновые свойства частиц обнаружены в явлениях атомного мас-
штаба?  Можно ли в рамках квантовой теории описывать движения макротел? 
Вселенной? 
55. Что означают координаты x, y, z в волновой функции ψ (х, y, z). Чем эти ко-
ординаты отличаются от координат частицы в макромире? 
56. Как в квантовой механике понимается классическое выражение “Частица 
движется”? 
57. Волновая функция позволяет получить полную информацию о квантовой 
системе. Что это значит? 
58. Может ли квантовая частица покоиться? Почему? 
59. Обязательно ли использование ψ-функции в аппарате квантовой механики? 
Всегда ли ψ-функции имеют математический вид волн? Приведите примеры, 
подтверждающие Ваши утверждения. 
60. Каким условиям должна удовлетворять волновая функция частицы? Какой 
физический смысл имеют стандартные условия: непрерывности, однозначно-
сти, ортогональности, нормированности ψ? 
61. Какой физический смысл можно увидеть в том, что ψ-функция свободной 
частицы не нормируется обычным образом? Какой физический смысл в норми-
ровке волн де Бройля? 
62. Сформулируйте принцип суперпозиции полей, волн. 
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63. Пусть r - расстояние до некоторой фиксированной точки, которое может  
принимать значения от 0 до ∞. Волновая функция частицы имеет вид Aeαr. Лю-
бые ли значения r допустимы? 
64. Может ли функция er быть волновой функцией? А функция eir? Почему? 
Может ли функция аrcsin x быть волновой функцией? 
65. Пусть α - угол, определяющий положение точки на окружности. Нужны ли 
какие-либо ограничения на функцию ψ= eiαm , чтобы она могла быть волновой 
функцией? m=±1, ±2,... 
66. Какое выражение характеризует плотность вероятности найти частицу с ко-
ординатами x, y, z? 
67. Чем отличается плотность вероятности от вероятности? Какова вероятность 
найти частицу в точке x0, y0, z0? А плотность вероятности? 
68. Проходя через отверстие, электроны попадают на один из трех участков эк-
рана: А, В, или С. На участок В они попадают чаще, чем на участки А или С.  Вы 
собираетесь пропустить через отверстие очередной электрон. Ответьте на во-
просы: 
          а) Можно ли предсказать, куда попадет электрон? 
          б) В какой из участков - А, В или С вероятность попадания наибольшая? 
69. Для чего введен принцип суперпозиции состояний в квантовой механике? 
70. Какой математический смысл имеет утверждение, что умножение волновой 
функции на любую постоянную С не меняет состояние системы? 
71. Будет ли суперпозиция двух разных волн де Бройля описывать состояние с 
определенным импульсом и энергией? 
 
 
ГЛАВА II. МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АППАРАТ КВАНТОВОЙ ТЕОРИИ 
2.1 Операторы квантовой механики 

Одной из первых задач квантовой теории было объяснение того экспери-
ментального факта, что наблюдаемые разности энергии атомов принимают дис-
кретное множество значений. Математический аппарат, позволяющий получить 
дискретные величины как функции параметров (заряд, масса микрочастицы), 
основан на использовании теории линейных операторов. 
Оператором называют математический символ, который, действуя на неко-
торую функцию, дает новую функцию 

)()(ˆ xxA Φ=Ψ .                       (1) 
 

Примером оператора Â  и функций )(xΦ  и )(xΨ  являются, например,  
xxxxdxdA 2)(,)(,/ˆ 2 =Φ=Ψ=  или ,ˆ =A .)(,)( 612 xxxx =Φ=Ψ  

Операторы, используемые в квантовой механике, должны быть линейными, то 
есть удовлетворять равенству 

        ∑ ∑ Ψ=Ψ iiii FCCF ˆˆ .                        (2) 
 


